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Uma analise qualitativa

Oblique launch with air resistance: A qualitative analysis
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Consideramos o movimento de uma particula langada obliquamente sob acdo da gravidade e de uma
forga de resisténcia do ar proporcional a velocidade. Obtemos, via calculo diferencial, informagoes de carater
geral sobre a trajetéria da particula como intervalos de crescimento (subida) e decrescimento (queda),
ponto de mdximo (altura mdxima), concavidade, comportamento assintético, alcance horizontal etc., o que
nos permite tracar o perfil desta trajetoria sem a utilizagdo de tabelas numéricas e sem a necessidade de
fazer aproximagoes. Apresentamos uma demonstragdo de que, apesar de ndo haver uma expressao exata
explicita para o alcance horizontal da particula, este alcance é sempre menor quanto maior for o valor do
pardmetro de resisténcia do ar, o que condiz com a situagao fisica em consideracéo.

Palavras-chave: lancamento obliquo, resisténcia do ar, trajetéria, alcance horizontal.

We consider the motion of a particle launched obliquely under gravity force and air resistance proportional
to velocity. We obtain, via differential calculus, general informations about the trajectory of the particle as
increasing and decrease intervals, maximum point, concavity, asymptotic behavior, horizontal reach etc.,
allowing us tracing the profile of this trajectory without the use of numerical tables and without the need
to make approximations. We present a demonstration that, although there is no explicit exact expression
for the horizontal reach of the particle, it is always smaller as larger the value of air resistance parameter,

which matches the physical situation under consideration.
Keywords: oblique launch, air resistance, trajectory, horizontal reach.

1. Introducao

Uma situacao fisica bastante comum no nosso dia
a dia envolve o lancamento vertical ou obliquo de
objetos, por exemplo ao arremessarmos bolinhas
de papel numa mesa ou num cesto. O langamento
obliquo de uma particula é um exemplo bastante
ilustrativo de aplicacdo da mecanica newtoniana,
envolve gravidade e atrito (no caso a resisténcia
do ar) [1]- [3]. Além disso, o estudo do lancamento
obliquo tem importancia em engenharia, por exem-
plo em situacoes onde se utilizam explosivos para
desobstruir passagens, em lancamento de foguetes e
também em balistica.

Este trabalho é uma tentativa de apresentar uma
proposta didatica auxiliar ou complementar de abor-

*Endereco de correspondéncia: wilsonhugol@gmail.com.

Copyright by Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

dagem do lancamento obliquo com atrito do ar pro-
porcional a velocidade. Embora abordado em varios
livros-textos de mecénica cléssica [1]- [3] e em ou-
tros trabalhos [4]- [5] nossa anélise tem como foco
informacGes gerais sobre este movimento e, para tal,
utilizaremos conceitos e teoremas do céalculo diferen-
cial. A partir da equacdo da trajetéria, que advém
da solucdo das equagoes de movimento da particula,
investigamos ponto de méximo, intervalos de cresci-
mento e decrescimento, concavidade, assintota etc.
Isto nos permitirad esbogar a trajetéria da particula
sem a necessidade de fazer tabelas numéricas ou
aproximagoes.

Vale salientar que o uso de conceitos e teoremas
de matematica em fisica pode trazer beneficios para
ambas, além de um entendimento mais amplo de
conceitos fisicos. Como simples exemplo temos o
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fato de que o conhecimento da operacao produto
escalar nos permite determinar o trabalho de uma
forca constante, todavia o conhecimento do conceito
de integral curvilinea nos permite determinar o tra-
balho no caso geral em que a forca é varidvel. Neste
artigo, veremos por exemplo que, mesmo sem haver
uma expressao exata para o alcance horizontal da
particula, podemos mostrar, com o uso da derivada
de funcbes implicitas, que o alcance é menor quanto
maior for o atrito, o que é fisicamente esperado.

2. Equacoes de movimento

Vamos considerar o problema de uma particula
de massa m lancada obliquamente com velocidade
(inicial) de médulo vg > 0 segundo um angulo
6 € (0;7/2), em relagdo ao solo suposto inercial
(Fig. 1).

Vamos considerar que a particula, uma vez lancada,
estard sob acdo da forca peso

F = —mgj (g = constante), (1)

e de uma forca de atrito do ar, que vamos supor ser
proporcional a velocidade

f=—bv, (2)

onde b > 0 é constante.
A equacdo de movimento newtoniana desta

particula é dada por [1]- [3]

d’r dv 1 g

—=—=—(F+0)=-p(Z5+V 3

w2~ a mErD B(BJF)’ ®)
onde 8 = b/m que, pela relagdo com b (m fixo),
vamos nos referir como parametro de atrito do ar.
As condi¢oes iniciais em questao sdo dadas por

r(0) =0, v(0)=wvgcosfi+vosendj. (4)
AY
Vo -
9 .
L T

Figura 1: Lancamento da particula.
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Este problema pode ser reescrito em termos das
componentes cartesianas do seguinte modo

Pz do,

=~ pu, 5

iz~ dt pu (5)
d?y _ dv,

—-5(w+5). (6)
v,(0) = vgsend, (7)

a2 dt
v, (0) = vg cos b,

2(0) = y(0) = 0. (®)

As componentes da velocidade podem ser obtidas
por uma primeira integracao das Eqgs. e (@ com
as condicbes iniciais e sdao dadas por

Ve (t) = (vg cos B)e P, (9)

vy (t) = (uosene + g) e (10)

_9

B
Na auséncia de atrito do ar (8 — 0), a primeira
destas duas ultimas equagoes torna-se

vz (t) = vg cos b, (11)
mas a Eq. requer algum cuidado pois 8 # 0 se
apresenta nos denominadores. No entanto, podemos
proceder como segue

e Pt —1

gjig%]vy = vpsenf) + ggi% 5

e, usando a regra de 'Hospital (vide se¢ao 5.4 da
Ref. [6] ou secao 8.1 da Ref. [7]),

_te— Bt
(=te”™) = vgsenf — gt.

(12)
Agora, integrando as Egs. @ e com as
condic¢oes iniciais obtemos

lim v, = vgsend lim
g0 Y0 9 B0

(13)

_ Bt

g\ [(Ll—e g

y(t) = (Uosen0 + ) — | =5t (14)
g s g

Aqui podemos obter o limite com 3 +— 0 (correspon-

dente a auséncia de atrito do ar) mediante o uso da

regra de ’'Hospital, de forma semelhante a descrita

anteriormente. Temos, para a componente z,
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I ) (1im L=
61:)%33—(1)0(:05) ﬂE}JT =

te =Bt

—0

= (vg cos ) (éurn > = (vgcos )t (15)

e, para a componente ¥,

I o (1im L=
lim y = vosen ﬂIHmOT -9
( _ —l4e P +t6>
lim =
B—0 BQ
—te= Bt L ¢
= (vosenf)t — g (g}g}) 625—1_> =
t2 —pt
= (vosenf)t — g (gg% 62 )
g%y:m&wﬁf%?(m)

Note que as Egs. , , e , referentes

ao caso sem resisténcia do ar, constam em livros de
fisica geral, por ex. na Ref. [9).

3. Trajetoria

Das Eqgs. e (14]) temos que a equagao da tra-
jetéria da particula é dada por

g g Bz
= (tanf + ——— —In(1- .
y(@) ( anf+ Bug cosc9> x+52 n( V( COS 0>

(17)
Podemos esbogar o perfil desta trajetéria sem fazer
tabelas numéricas nem aproximacoes. Inicialmente
notemos que, pela Eq. @,

i(t) = ve(t) = (vocosf)e Pt > 0,

logo z(t) é estritamente crescente [6]- [7]; além disso

lim z(t) = U €05 6

.’L‘(O) =0e t——+o00 B

Assim os valores da coordenada z crescem no in-
tervalo 0 < = < £ = (vgcosf)/B. Notemos que a
condigdo x < & = (vg cos )/ é essencial para que o
logaritmo em y(z) dada pela Eq. faca sentido.
Além do mais, tomando o limite de y(z) com x — £~

na Eq. temos

lim y(z) = —oc.
TET

(18)
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Logo a trajetéria da particula tende a uma assintota
vertical dada por

vg cos O
B b

caso nao haja colisdo da particula com o solo no

nivel y = 0. Notemos também que no caso sem atrito

temos 0 < z < +oo = limg,,[(vo cosd)/B] e nao
haveria tal assintota.

r=§=

(19)

3.1. Intervalos de subida e de queda

Derivando a equagao da trajetéria (Eq. (L7))) com
respeito a x obtemos

/ g g 1

yiz) = (tan9+ ﬁvocosﬁ) B E . vgcosl — Bx’
(20)

Os intervalos de subida e de queda da particula cor-

respondem aos intervalos de crescimento e decresci-

mento da fungdo y(z), os quais correspondem respec-

tivamente as condigoes y'(z) > 0e y'(z) <0 [6]-

[7]. Considerando a Eq. , a condicao y'(z) >0

implica em

Bugsend + g - g
v cos d vg cos — Bx

e, como vgcosf — Bz > 0 (pois, pela Eq. ,
vg cos § — Ba = vy cos e 7T > 0), entdo

(Bvgsend + g)(vo cos @ — Bx) > gvg cos b,
ou seja,
B (Bugsend + g) < Bug cos fsend
de modo que

visend cos 0

< —-.
’ g + Pvgsend

Assim a funcao y(z) que descreve a trajetéria da
particula é crescente (particula subindo) para

vsend cos 0

l<r< —mm.
v g + Pvpsend

De forma analoga obtemos que y(z) é decrescente
(particula caindo) para

0
<§:UOC’SS .

vsend cos 0
g + Pvpsend
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Também nao é dificil obter que o ponto

vgsend cos 0

"~ g+ Pugsend

[

anula a derivada y’(z), ou seja, y’(z.) = 0. Logo
. corresponde ao ponto critico de maximo (global)
da trajetéria da particula, visto que ela sobe até
este ponto e depois segue caindo. A concavidade
da trajetoria pode ser determinada pela derivada
segunda de y(z). Da Eq. obtemos

y'(z) = - J

(vo cos @ — PBx)? <0,

que, além de reconfirmar a maximalidade do ponto
critico z., nos diz que a trajetéria é cOncava para
baixo, conforme fisicamente esperado.

3.2. Perfil da trajetoria

Podemos esbocar o perfil da trajetéria y(z) da
particula com base nas informacoes anteriormente
obtidas; temos que y(z)

e é crescente para 0 < z < z;

e tem um maximo para r = x.;

e ¢ decrescente para z. < x < &;

e possui a assintota vertical x = &;
e ¢ sempre concava para baixo.

A trajetoria da particula tem entdo o perfil esque-
matizado na Fig. 2
3.3. Alcance

Neste contexto podemos mostrar que existe um
tnico A € (z¢;€), chamado alcance horizontal, tal
que y(A = 0). De fato, temos que: y(z) cresce no
intervalo 0 < z < x. de modo que 0 < y(x) < y(z.)

Ay

|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
& =z
|

Figura 2: Perfil da trajetéria.
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e entao y(x.) > 0. Além disso y(x) decresce para
T. < x < & de modo que, tendo em vista a Eq. ,
hé valores de x neste intervalo tais que y(z) < 0.
Como y(z) é continua (e derivavel) em (0;¢) entdo,
pelo teorema do valor intermediario (vide se¢ao 3.5
da Ref. [6] ou se¢do 7.2 da Ref. [7]), existe um
A € (z.;€) tal que y(A) = 0. A unicidade deste A
vem do fato de que toda funcéo estritamente decres-
cente num intervalo aberto € injetiva neste intervalo.
Assim a particula atinge o solo (nivel y = 0) no
ponto z = A em (z.;§). Entretanto ndo ha uma
expressao geral fechada para o alcance horizontal A.
Ele deve satisfazer a seguinte condigao (ver Eq. )

g)A+gln<1— pA ) -
Bvg cos 6 32 v cos 6

(21)
Mesmo assim, um fato fisico que pode ser dedu-
zido daqui, de forma geral, é que quanto maior o
parametro de atrito S menor serd o alcance A. Ou
seja, a fungdo implicita A = A(f) dada pela Eq.
é decrescente, isto é, satisfaz a condigao

(tan 0+

dA <
g
Para mostrar isto recorremos a regra de derivacao

de fungoes implicitas (vide segao 4.3 da Ref. [6]).
Aplicando esta regra a Eq. , obtemos

0.

{t o+-—9  _ g }dA —
YT Buecosd  Blugcosd — BAY S dF
_A-g [ 1 n 1 ] n
2 |vgcosh  wpcosh — BA
2g BA )
@ln (1 vg cos 6 (22)

Resta mostrar que a expressdo entre chaves no
lado esquerdo e a expressao do lado direito desta
equagao possuem sinais contrarios. Podemos notar
sem dificuldade que a expressao entre as chaves
é menor do que zero. De fato, ela corresponde a
expressao de y’(A4) dada pela Eq. (20): como A > z.
temos y'(A) < 0 visto que y(z) é decrescente para
x> Te.

Para mostrar que o lado direito da Eq. é
positivo vamos recorrer a seguinte desigualdade lo-
garitmica [8]

12w — 12w? + w?
6(1 —w)(2—w)’

In(l—w)>-—
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valida para 0 < w < 1. Pondo w = SA/(vg cos )
nesta desigualdade e multiplicando o resultado por
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Adicionando a esta desigualdade a expressao

A-g 1 1
29/5%, t
9/5", temos B2 |vgcos®  wvgcosl — BA
29 BA obtemos
—In(1-— >
33 . ( Vg COS 9)
Ay 1203 cos? § — 123 Avg cos 6 + 32 A?
B2 | 3vgcosf(vgcost — BA)(2ugcosf — BA) |
J
A-g 1 1 29 BA )
—In(1- >
B2 |:1)00089+1)0C089—ﬁ14:|+/83 n( Vg cos 0
A-g |3(2ugcosh — BA)? — (1203 cos? § — 123 Avg cos O + 2 A?)
2 3vg cos B(vg cos — BA)(2ug cos — BA)
ou seja,

Aﬁég{ 1 1

v cos 0
A-g

* vgcosfh — BA
2/3%2 A2

__p4 )2
Vo cos 0

2
}—l-ﬁ‘gln

<1

> 0,

BQ

e, portanto o lado direito da Eq. é positivo.
Enfim, sendo dA/df < 0 temos que quanto maior

B (isto é, quanto maior a resisténcia do ar) menor

serd o alcance A, conforme fisicamente esperado.

4. Conclusao

A partir da solucdo da equacdo de movimento de
uma particula lancada obliquamente considerando
atrito do ar proporcional a velocidade mostramos
como esbocar a trajetéria da particula sem recorrer
a tabelas ou valores numéricos ou aproximagoes,
nao obstante a notavel importancia de se fazer apro-
ximagoes em fisica (e em matemadtica).

Com este trabalho procuramos apresentar
uma, proposta didatica auxiliar de estudo sobre
langamento obliquo com resisténcia do ar ilustrando
como conceitos e teoremas matematicos podem ser
usados para deduzir fatos gerais relevantes de um
problema, fisico.
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